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For a Coxeter system, we introduce an analogue of the category O. If the Coxeter system
is the Weyl group of a semisimple Lie algebra, then that category is simlar to the BGG














 2 h = HomC(h;C)に対し，Oの充満部分圏 O を，無限小指標 を持ちその重みが
ルートの整数係数結合に +を加えた形をしている対象全体からなるものとして定める．
定理 1.1 (Soergel [Soe90]). g を複素半単純 Lie 代数とし，Borel 部分代数 b と
Cartan 部分代数 h を固定する．W を  に関する整 Weyl 群とし，S をその単純鏡
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映全体とする．更に，StabW ()  W を  の固定部分群とする．この時，O は組
(W; S; StabW )にしか依らない．つまり，g0; b0; h0;O00 ;W 00 ; S00 を同じ組み合わせと
したとき，同型W ' W 00 で S ' S00 と StabW  ' StabW 0 0 を導くものが存在すれ
ば，ある完全な圏同値 O ' O00 が存在する．更に，この同値は既約表現や Verma加群
を対応する既約表現や Verma加群に移す．
この定理の証明は，圏 O の構造の組み合わせ論的データを (W; S;StabW ())を
用いて記述することにより行われる．当初の証明ではその組み合わせ論を記述するデー
タを圏 O を用いて作り，それが実は (W; S;StabW ())にしか寄らないことを示して
いたが，その後 Soergelや Fiebigの研究により，組 (W; S; StabW ())からそのような
データを構成する方法が得られた．従って，組 (W; S;StabW ())から圏 O を再構成
することができる．





x 2. Moment graphの理論
以下，(W;S)をCoxeter系であって，#S <1なるものとする．また，T = fwsw 1 j
w 2 W; s 2 Sgとおく．この時，次の性質を満たす C上の有限次元表現 V が存在する．
w 2W に対し，V w = fv 2 V j w(v) = vgとおく．
V w が余次元 1であることと，w 2 T は同値．
このような表現を一つとり固定しておく．また，t 2 T に対し，t 2 V  を V t = Kert
なるものとしてとる．S = S(V )を V 上の対称代数とし，V の次数を 2とすることで，







全ての t 2 T，w 2W に対し ztw  zw (mod t)
)
ZはCoxeter系 (W;S)に対応するmoment graphの構造層の大域切断全体である [Fie08].
x 2 W の Z への作用を x(zw)w = (zwx 1)w と定める．s 2 S と次数付き Z 加群M
に対し，Zs (M) = Z 
Zs Mh 1iとおく．但し，Zs = fz 2 Z j s(z) = zg，h 1iは次数
を  1ずらすことを意味する．この時次が成り立つ．
命題 2.1 (Fiebig [Fie08]). Zs は自己随伴な完全関手であり，また非自明な自然変
換 Id! Zs と Zs ! Idを持つ．
以下の定理は一般化された圏 Oの構成の基本となる．
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定理 2.2 (Fiebig [Fie08]). 次を満たす次数付き Z 加群の族 f eB(x)gx2W が一意的
に存在する．
(1) eB(e) = S，但し z = (zw)w 2 Z は z  p = zep (p 2 S = eB(e)) により作用する．
(2) x 2 W; s 2 S; xs > x とすると，適当な my;k 2 Z0 に対し Zs eB(x) ' eB(xs) L
y<x;k2Z eB(y)my;k が成り立つ．





条件を満たして作用する代数多様体に関して行うことができる．それに対応して，上記eB(x)も Coxeter系でなくても一般の順序集合及び ftgに対応する V の元が与えられて
いれば定めることができる [Fie08]．
以上の Z や eB(x)と圏 Oとの関係は次の通りである．O を gに付随する圏 Oの充
満部分圏で，無限小指標 （正ルートの和の半分）を持つ対象全体からなるものとする．
最高ウェイト x   を持つ既約対象を L(x)と書くこととし，P (x)を L(x)の射影的被
覆とする．また，P をOの射影的対象全体からなる充満部分圏とする．この時，次が成
り立つ．Cを S=V S と同一視し，1次元 S 加群と見なす．
定理 2.4 (Soergel [Soe90], Fiebig [Fie03, Fie06]). IdO を O の恒等関手とする．
また，V = hとおく．




(2) 同型 End IdO ' Z 
S Cが存在する．
(3) 忘却関手の制限 V : P ! Z 
S C-modは忠実充満である．
(4) V(P (x)) = eB(x)
S C．






 eA = EndLx2W eB(x)．
 A = eA
S C．
 eO: 右 eA加群全体のなす圏．










補題 2.5. 自然な射HomZ( eB(x); eB(y))







補題 2.6. Aが Noether環であることと，#W <1は同値である．
Proof. #W <1ならば dimA <1であるから Aは Noetherである．一方，Aは
右A加群として，A =Ly2W HomZ(Lx2W eB(x); eB(y))
S Cなる分解を持つ．従って，
#W =1ならば Aは無限個の直和因子を持ち，従って Noetherではない．




いくつかの加群を定義する． eB =Ly2W B(y)とおく．x 2W とする．eP (x) = HomZ( eB;B(x)) 2 eO
とおく．これは射影的 eA加群となる．また，
P (x) = eP (x)




次に Verma加群に対応する対象を構成しよう．まずは，対応する Z 加群 V (x)を次
のように定める．S 加群としては V (x) = S であり，z = (zw)w 2 Z の作用は z  p = zxp
(p 2 S = V (x))．この V (x)を用いて，fM(x) = HomZ( eB; V (x)) 2 eO;
M(x) = fM(x)
S C 2 O
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s 2 S に対し，次のようにおく．
eA0 = HomZ( eB; Zs eB):




eB)を用いれば， eA0を両側 eA加群と思うことができる．この eA0を用いて，関手
s : eO ! eOを
s(M) = HomA( eA0;M)
と定める．この時，次が成り立つ．
定理 4.1.
(1) s は自己随伴な完全関手であり，s(O)  Oを満たす．
(2) 非自明な自然変換 Id! s 及び s ! Idが存在する．
(3) xs > xならば s(P (x)) ' P (xs) 
L
y<x; ys<y P (y)
my が適当なmy 2 Z0 に対し
て成り立つ．
(4) xs < xならば s(P (x)) ' P (x)2．
(5) s(L(x)) = 0と xs > xは同値．
似たような方法を用いて，sによく似た関手 'sを次のようにして構成することがで
きる．まずは aZ : Z ! Z を aZ((zw)w) = (wzw 1)w により定める．aZ は a2Z = 1を満た
す環同型である．よって，Z 加群M に対し，M への Z 作用を aZ でひねった加群，すな
わち構造射を Z a ! Z ! End(M)にしたものを考えることができる．この加群を aM (M)
とおく．そこで，新しい関手 'Zs を 'Zs (M) = (aM  Zs  aM )(M)により定める．この関
手も，自己随伴な完全関手を定める．sと同じ方法で 'Zs から 's : eO ! eOを定めること
ができる．'s は s と良く似た性質を持つが，次に掲げる二点が大きく異なる．
 's は Oを保たない．これは，aZ が S 代数としての同型でないことに起因する．
 M 2 eOに対し，合成M ! 's(M) ! M はm 7! smという簡単な形で書かれる．




Os = fM 2 O j sx < xならば Hom(P (x);M) = 0g
と定める．L(x)は P (x)の唯一の既約商であることから，dimHom(P (x);M)はM にお
ける L(x)の重複度であると考えられる．つまり，Os は sx < xなる L(x)がその組成列
に現れない加群全体である．(W;S)が gのWeyl群の場合には，ps を sに対応する放物
型部分代数とすれば，sx < xなる L(x)は局所 ps 有限（つまり，L(x)は有限次元 ps 安
定部分空間の和に一致する）となる．従って，Os は局所 ps 有限な加群全体である．
s : Os ! Oを埋め込み関手とする．簡単にわかるように，sは左随伴関手 es : O ! Os
を持つ．s = s  esとおく．この関手は Zuckerman関手と呼ばれる．Zuckerman関手に
対し，次が成り立つ．Ls を s の左導来関手，Db(O)を Oの有界導来圏とする．
定理 5.1.







補題 5.2. 右完全関手 F : O ! Oに対し，自然な同型 F (M) 'M 
A F (A)が成
り立つ．







0! A! 's(A)! A! s(A)! 0
及び
0! A! 's( eA)
S C! A! s(A)! 0
はどちらも完全である．
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まず，s(A) の平坦分解が第三項までであることから，i > 2 ならば Lis(M) =




A 's(A)!M ! 0:
ここで，
M 
A 's(A) ' 's(M) ' Hom( eA;'s(M))
' Hom('s( eA);M) ' Hom('s( eA)
S C;M)
である（最後の同型にはM 2 Oを用いた）．関手  0sを  0s(M) = Hom(s(A);M)と定め










SC;M)を用いれば，Ls ' R 0s[2]
が分かる．
注意 5.4. 以上をまとめれば，Ls(M)は複体
0!M ! 's(M)!M ! 0
で与えられる．しかし，既に述べた通り 's は O を一般には保たず，従ってこの複体は






関手 Cs; Ts を
Cs(M) = Ker('s(M)!M);
Ts(M) = Cok(M ! 's(M))
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と定める．Cs は左完全な，Ts は右完全な関手を与える．'s は Oを保たないにも関わら





(2) M 2 O, i > 1に対し，RiCs(M) = 0, LiTs(M) = 0が成り立つ．
(3) 完全三角形 Ls[ 2]! Id! RCs +1  !及び LTs ! Id! Ls +1  !が存在する．
(4) RCs と LTs はDb(O)の圏同値を与える．
(5) w = s1    sl を w 2 W の簡約表示とすると，Cs1   Csl 及び Ts1   Tsl は簡約表示
の取り方によらず同値である．
次に，Verma加群の間の準同型に関する性質を述べる．
定理 6.2. x; y 2W に対し，次が成り立つ．
(1) dimHom(M(x);M(y))  1．
(2) 以下は同値．
(a) Hom(M(x);M(y)) 6= 0．
(b) Hom(P (x);M(y)) 6= 0．
(c) x  y．
(3) 0でない Hom(M(x);M(y))の元は全て単射．
これは，Verma [Ver68]及び Bernstein-Gelfand-Gelfand [BGG71]による結果の一般
化である．なお，Bernstein-Gelfand-Gelfandの結果にあたる「Hom(P (x);M(y)) 6= 0な
らば x  y」は，ここでの圏 Oの場合は半ば定式化の中に組み込まれており，ほとんど
自明に従う．
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